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1!: através da Matemática que se traçam os possíveis 
caminhos da resolução de problemas científicos. Entretanto, 
muitas vezes, a aplicação não é imediata em um problema nu­
mérico. 

A análise numérica e o ramo da Matemática que de~ 
senvolve técnicas para a resolução de problemas numéricos. 

Os métodos de aproximação de solução para equa­
ções polinomiais, fornecidos pela Análise Numérica, são de 
vital importância para a resolução de equações de grau su­
perior a 4 e até mesmo para algumas de ordem 3 ou 4 que· nao 
podem ter suas raízes exatamente computadas através de mé-
todos analiticos. · 

Os vários métodos, determina~-um número ~a:ça o 
qual a função neste ponto é zero, ou seja, f <i>J = b ( é o li 
mite de uma seqUência de iterações). 

Neste trabalho, apresentamos alguns métodos itera 
tivos, os quais foram por nós escolhidos para amostrar um 
grupo maior. 

O objetivo do trabalho não é o estudo individual 
dos métodos mas sim estima o "esforço" envolvido para com­
pletar um laço da função iterativa com a exatidão desejada. 
Esta medida de "esforço" será denominada INDICE DE EFICI~N­
CIA DO Ml!:TODO e calculada segundo as funçoes 1ndice de efi­
ciencia apresentadas no segmento do trabalho. 

Não existe nada de inédito neste trabalho, existe 
sim uma tentativa de oferecer ao leitor uma análise impar­
cial do índice de eficiência* d~s métodos apresentados. 

* índice de eficiência teórica & índice de eficiência 
prático 

CONSIDERAÇÕES SOBRE OS ~TODOS ANALISADOS 

1) Método de Newton 

r-Fórmula do método 

I o:," = 't; -
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* O cálculo do método de Newton é relativamente simples e 
realiza as iterações em um espaço não muito grande de tem 
po. Isto faz com que ele valha a pena de ser implementad~ 

* O método requer a avaliação da derivada e da função a ca~ 
da iteração. 

Existem dois métodos que podem ser usados para avaliar a 
derivada em um programa de computador: 

19 método - incluir uma subrotina que calcule a expressao 
analítica para calcular a derivada. 
desvantagem do método - requer uma subrotina 

diferente para toda no 
va função. -

29 método - usar uma fórmula (bastante exata) aproximada, 
para a derivada, ou. seja, por definição a de­
rivada de f é dada por: 

_ili_ :: t:m H l.+Ax.)- f<x.) 
d:x. /l'.t-+0 ó:x. 

Neste caso temos que fazer algumas considera­
ções quanto ao 6x. Como não é possível fazer 

x aproximadamente zero, em um programa, nós 
temos que reduzi-lo a um número bastante pe­
queno. A questão é o quanto pequeno? 
A melhor solução é fazer o tamanho de ôx ser 
proporcional ao tamanho de x, ou seja, se x é 
muito grande, então ôx será muito grande. Se 
x é muito pequeno, então 6x é uma boa aproxi­
mação de x. 
ôx = ex onde e é uma constante de proporcion~ 
!idade. 

* convergência do método de Newton pode ser obtida conside­
rando a série de Taylor. 

f 1 fi) )l f('x)= (~) + t (xo)( 1.-:to) t ( x- xo -1- , .. 

!L 
Considerando o valor inicial assumido para o método. 

Como os métodos de Newton se aproxima da raíz ig~ 
norando os termos que sucedem à 19 derivada, temos 

logo a ordem do erro é 

A convergência é quadrática para raízes simples e 
é linear para raizes mÚltiplas. 
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* problemas do método de Newton 
~ 

caso(l) 

caso(2) 

caso (3) 

2) Método da Secante 

Fórmula do método 

~("i):_!_ raf.,. e~ 
..~ Hltl uma -~ 

para lo~ 1 
~,,. -1 
x1: 1 
X~: -1 . 

11\:l-l)~u 
:X.o ~ 1 

diverge. 
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zero mas 
temos 

seja para 
o método 

* a fórmula fornece uma maneira segura e precisa para calcu 
lar X 11 .H se I flln)J L I ftlV\~~)1 
Se isto nao acontecer, então troca-se tn por Xn_ 1 

* convergência super-linear (1.616) 

* unipontual com memória-usa uma memória 

* Útil para funções com cálculo de derivada difícil 

* trabalha com um intervalo inicial [!to; J!A] e a cada itera­
ção é feito uma avaliação da função. O valor da iteração~ 
terior é reusado. 
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3) Método de MUller 

Fórmula do método ---- - ------- -----------~ 

* o sinal a frente do radical é escolhido de modo que o de-
nominador ten~a o maior módulo. 

* multipontual corno memória-usa duas memórias. 

* convergéncia super-linear (1.839) 

* Algoritmo proposto por MUller para diminuir os erros de 
arredondamento: 

t e11tnldQ \ yro.u @ ptUV\~& , CDe~oent"tb db- ~thl\&m~ , 3 p~M~~ 1mtiCU::,) 

:1. m~cueo. flxo), }t-t.l, t(x:~.} · 

4.1. d; = 1 + À~ 
4.l. g,= f;-~ x~ -i;.,J~ + J, lx.; ~,) 
lt.?J. X-i-~r 1 " !lJ;J~ 

g.; ± 9.;1- 4j;J; "" lf~-2. À-i- t'-~~ + J; J 
Lj,lj, ~i H:: À1+, ~-\ 
4.S. l.itl :: 11 + h1 
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4) Método de Fourier 

Fórmula do método ---------------------------------4 

1.:nH ::: j_ "A _ ~( in) 

}'lln) 

_ t( ln- tl11.n) I t \tn)) 

j\tn) 

* satisfaz as condições de Fourier, isto e: 
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seja f (x) urna função no intervalo Ío:l:to, 'lo] que satisfaz 
as condições: 

(i) J.. € fo e-nde jl.lL: o 
<~~~ flx). f l'\t) *o . ~t ~lo 
<1 u.) f,cxo). t( ~o)< o 
(iv) j.t--Ao), r(to))O 

* ordem de convergência cúbica 

* o método requer a avalização da derivada e da função a ca 
da iteração 

* é necessário verificar se ln+l <~n+i a cada iteração" 

* método híbrido. 

5) Método de Dandelin 

Fórmula do método 

* satisfaz as condições de Fourier. 

* ordem de convergência cúbica. 

J 

* o método requer a avaliação da função e da derivada a ca­
da iteração. 

* a cada iteração e necessária a verificação l.M1 ( ~M1 

* método híbrido 
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6) Método C 

Fórmula do método -------------. 

1.1'\t, " i11 - t( ln) ~n - )(YI 

f ( ~~'~) -jün) 

inH -=. 1nt1 - t(:tnt1) 
f\tnt1) 

* ordem de convergência cúbica. 

* o método requer a avaliação da função e da derivada a ca­
da iteração. 

* método híbrido 

* satisfaz as condições 

(i) ol. E; Ío :( ío,'lo] ,fr'<\d~ Jt~) .. O 
(ii) fC1o).fl'io)(o 

e uma das condições 

(iii) 1\x) )O e ±'\x.) w 
(iv) '(l)(Q e !"(l))Ü 
(v) 'U.) )0 e "lX))O 
(vi) \t)<.O e ''lx.)<.O 

é necessário verificar se: ÍM1 ( ~M1 
~1\-!-1 <. ~1"1 
\(M~ ( tn 

MEDIDA DE EFICI!NCIA - (INDICE DE EFICI~NCIA) 

O índice de eficiência nos fornece uma estimativa 
do "esforço" computacional envolvido para completar um laço 
da função iterativa. Espera-se que tal medida de eficiência 
possa ser obtida através da definição de uma função que me­
ça o índice de eficiência. 

Questiona-se aqui: quais os itens que devem ser 
considerados para definir eficientemente a função - índice 
de eficiência? Que conjunto de entradas deve ser considera­
do quando se quer valorar o trabalho dispendido para com 
pletar um laço da iteração? como ponderar convenientemente 
estas entradas em uma função iterativa, de tal forma que e­
las nos forneça como saida, uma informação confiável? Itens 
como ordem de convergência, tamanho da constante assintóti-

.ca de erro, custo da função e de suas derivadas por iteração 
é sabido que devem ser considerados, mas eles são suficien­
tes ou necessários para formular uma função-Índice de efi-
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ciência-confiável? 

Com a finalidade de sabermos até que ponto a teo­
ria, ou seja, o índice de eficiência teórico revela o que a 
contece praticamente, foi feita a analise teórica e prática 
dos índices de eficiência mais encontrados na bibliografia. 

MEDIDA DE EFICI~NCIA TEORICA 
.i. 

Ostrowski(l960) t.., :: r e 

Traub(l964) 

onde p:éa ordem de conver 
gência do método 

e: éo número de ava~ 
liações da fu..nção por 
iteração 

onde p,e são obtidos aná­
logamente à Ostrowski 

Estas medidas assintóticas caracterizam um método 
em particular, quando o número de iteração tende ao infini­
to. 

Quanto maior o valor do índice de eficiência mais 
eficiênte, assintóticamente, é o método. 

As duas medidas apresentadas acima, nem sempre de 
monstram a realidade e deixam a desejar quanto aos itens a 
ser considerados. 

Feldston I Firestone(l969) 

Levando em consideração que algoritmos de mesma 
eficiência teórica não tinham a mesma eficiência na prática 
Feldston & Firestone propuseram seu indice 

Seguindo a mesma idéia 

p: ordem de conver­
gência do método 

e: número de avalia­
çÕes da função/i­
teração 

A: número de opera­
ções aritméticas 
para calcular um 
ciclo do algorit­
mo. 

B: n9 de operações a 
ritméticas para -
calcular f, f',f'~ 

Kung e Traub(l973) propuseram uma medida de efi­
ciência que contraria a proposta anterior de Traubo 
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E6= ~z. P z "'~ ~(r))+ Cl4J) 
"'I 

Peterson(l975) 

Ainda 

p: ordem de convergência 
do método 

"' .. . .,. nro de avaliações de 
função f 
nro de operações arit­
méticas para uma avalia 
ção de f 

C(~): nro mínimo de opera­
ções aritméticas do mé 
todo 

i: número de derivadas da 
função 

~1: nro total de mul tipli­
cações da função itera 
ção e das funções en= 
volvidas 

An: tempo para completar a 
iteração sem contar f, 
f',f'', ... 

Bn: tempo para calcular f, 
f', f'', ... 

A escolha da função iterativa, com a qual nós ire 
mos resolver nosso problema, depende da natureza do mesmo e 
portanto é difícil se fazer uma recomendação precisa de ~ 
função é a mais apropriada. 

Assumindo que o polinómio e suas derivadas sao 
avaliados usando o algoritmo de Horner, o qual requer para 
um polinómio de grau n, n adições e n multiplicações, foi de 
finida a tabela(l). 

A construção da tabela (1) foi baseada na tabela 
auxiliar, na qual constam explicitamente os valores dos pa­
râmetros de entrada tomados. 

Com a finalidade de verificar o melhor método se­
gundo os índices sugeridos (teóricamente) foi feita uma ava 
liação pra grau do polinómio (n) variando de l até 100. As 
conclusões a que se chegou estão no segmento do trabalho. 

OBS: A listagem da avaliação está a disposição dos interes­
sados. 



TABELA (1) 

Nome do método El E2 i E3 
I 

~n-1 I 2 Newton 1 l. 414 ~ 

I 

Secante 1.518 1.618 
I _.:!ll._ 
1 1.618 4n•~ 

Mü1ler l. 839 1.839 
V\ 

I --! 1. 839 '"'' 

i .2!J.=.L 
! 3 9nd Fourier 1 1.442 

I 3 
~ 

Dande1in 1 1.442 1in+9 

I 3 
4n-1 

c o. 75 1.316 ~ 

TABELA AUXILIAR 

Nome do método p A B 

Newton 2 2 4n-2 

Secante 1.618 5 4n 

Müller 1.839 28 2n 

Fourier 3 4 6n-2 

Dande1in 3 5 6n-2 

c 3 7 8n-2 
-- . ------- -- --- -- --- ---

E4 

_, 
(2n) 

_, 
(2.88+2.88n) 

1.1099 

-I 
(1.893n+0.63) 

(1.893n+1.262)1 

-1 
(2. 524n+l. 262) 

M An Bn 

2n 1 2n-l 

2n+2 2 2n 

8 8 n 

3n+l 2 3n-l 

3n+2 3 3n-l 

3 j 3 4n-1 
--

Es 

1505/n 

104.5/(1+n) 

264.6/(8+nl 

477.1/(1+3n) 

477.1/(2+3n) 

238 .• 6/(1+2n) 

ni 

2 

1 

1 

2 

2 

2 

E6 

1/4n 

l/2.88n 

0.0488 

1/ ( 37. 94n+12.66) 

1/ ( 37.. 94n+18.99) 

1/ (50. 6 3n+31.65) 

C(0) c 

1 1000 

o 1000 

lO 1000 

2 1000 

2 1000 

l 1000 

~ 
00 
O') 

~ o 
~ 
> 

1-' 

*"" 1-' 
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A partir da tabela(l) e dos valores obtidos quan­
do n variou de 1 até 100, concluiu-se em um primeiro momen 
to que: 

Segundo: Traub(l964) E1 Müller é a meThoresooTha. 
Ostrowski(l960) E2 MUller é a melhor 

escolha 
Feldston & Firestone(l969) E3 para pol.!_ 

m1.os de grau: 
1 a 3 Dandelin 
4 a 43 Secante 

4 7 a 100 Mllller 
Peterson(l975) ~4 ~ ~Thor escolha é C 
. . • E5 o melhor metodo e : 

Newton para grau 1 a 5 
FOurier para grau 6 a 100 

Kung & Traub(l973) E6 para po1in5mios de grau: 
1 a 2 Newton 
3 a 100 secante 

De posse destas informações resta-nos verificar até que pon 
to o Índice de eficiência teórico e o prático se equiparam. -

Para medir o tempo necessário para encontrar a raíz de um 
r:olinômio, segundo: Newton, Secante, Mllller, C, FOurier, Dandelin usou­
se os seguintes p:Jlinômios. 

f 1 =\1+(1-n)~)x.-l1-nâl. 
f 2 = l1-X.)l'\ + l.2 

t 3 = ( HH-n~)t-( 1-nl.) 4 

f4 = 01 -1 
(1'\-t) X. 

Usou-se uma variação para n= 1,2,3,5,15,20 e obte 
ve-se os seguintes resultados: 

Para f 1 com n=l (melhor tempo .. pior tempo) 

n=2 ................................ . 

Newton 
Mllller 
c 
Secante & FOurier 
Dandelin 
Newton 
MUller 
Secante 
c 
FOurier 
Dandelin 

n= 3 . • . . • . • • • • • • • . • . • . • • . . • . . . • • • . . . . Nevlton 
MUller 
Secante 
c 
Fburier 
Dandelin 
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n=S ••••••••••••••••••••••••••••••••• 

n=l5 "' e @I D O li> C1 O $ S 1!1 O <0 .:11 i> G> 1!'1 G 00 e G Q e e $ 0 <ii O /Iii é o 12) 

n=20 0 III O O 0 Iii' 1!1 e O .. O O O O Oill e O 9 e G 00 e 01 9 e e 1!'1 <11 e e e $ 

n=l O O é 1!'1 <1J e 8 $ O O $ e O O 61 18 O <ii O <ii Q III e O \t> !:i Cl <ii e e El III O 

'Newton 
Mfiller 
c 
Secante 
Fburier 
Dandelin 
Mflller 
Secante & c 
Newton 
Fourier 
Dandelin 
Mfiller 
c 
Secante 
Fburier 
Dandelin 

Newton 
c 
Fourier 
Secante 
Dandelin 
Newton 
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Secante, Fburier & c 
Dandelin 

n=3 ..... e o a e @ .... e o e o o o e 0 e ••• 0 e • o <!> 4> e "' "' Gl Newton 
c 
Secante 
Fburier 
Dandelin 

n=S OGOOQ0001!'19 ... 001Daeeeoeeoooeelli!CI@IIIil50 Newton 
c 
Dedelin 
Secante 
Fourier 

n=l5 e 0 e •• o • e ... o • o e • e <ii e e o e • o e .. 0 "' o o e • o Newton 
c 
Fourier 
Dandelin 
Secante 

n=20 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • Newton 
c 
Dandelin 
Fourier 
Secante 

Secante 
Newton 
c 
Fourier 
Dandelin 
Secante 
Kewton 
c 
Fourier 
Dandelin 
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Com f4 com 

n=3 . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . • . . . • Secante 
Newton 
Fourier 
Dandelin 
c 

n=S • • . . • • . . . . . . . • . • • . • • . . . . . • . . • • • . . Secante 
Newton 
Fourier 
Dandelin 
c 

n= 15 • • . . • . . • . . • . • • . . • . • . . . . . • • .. . • . . • Secante 
Newton 
Fourier 
Dandelin 
c 

n=20 . • • . . . . . . . • . . • • . • . . . . . • • • • . . . . . • Secante 

n=2 

Newton 
Fourier 
Dandelin 
c 
Secante 
Ne\vton 
c 
Dandelin 
Fourier 

n=3 . . . . . . . . . . • . . . • . . . . . . . • . . • . • • • . . . Secante · 
Newton 
Dandelin 
Fourier 
c 

* O índice de eficiência Es, é o índice teórico que mais se 
aproxima da realidade; 

* mesmo Es sendo o melhor ele nem sempre é consonante com o 
que acontece na prática, daí não é confiável; 

* os Índices de eficiência propostos, não medem tempo( cus 
to~ Algumas vezes eles coincidem com o tempo real; 

* A afirmação: Quanto maior a ordem de convergência do méto 
do menor é o tempo de execução (mais rápido 
ele converge) , 
não é confirmada na prática. 

* Como os tempos são muito pequenos a escolha do método nao 
está rigidamente ligada ao de melhor tempo mas sim ao me­
todo que dá uma garantia maior da raíz(métodos híbridos for 
necem o intervalo onde se encontra a raíz e portanto o er 
ro é menor). 


