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INTRODUCAOQ

E através da Matematica que se tragam os possiveis
caminhos da resolugao de problemas cientificos. Entretanto,
muitas vezes, a aplicacdo n3o é imediata em um problema nu-
mérico.

A andlise numérica € o ramo da Matematica que de-
senvolve técnicas para a resolugao de problemas numéricbs.

Os métodos de aproximagao de solugao para equa—
gcoes pollnomlais, fornecidos pela Analise Numerlca, sdao de
vital importancia para a resolugao de equagdes de grau su-
perior a 4 e até mesmo para algumas de ordem 3 ou 4 que nEo
podem ter suas raizes exatamente computadas através de me-
todos analiticos.

Os varios metodos, determlnam um nimero. paxa "o
qual a fungdo neste ponto & zero, ou seja, £(p)=0 ( é O]J
mite de uma seqliéncia de 1teragoes)

Neste trabalho, apresentamos alguns métodos itera
tivos, os quais foram por nds escolhidos para amostrar um
grupo maior.

O objetivo do trabalho nao & o estudo individual
dos métodos mas sim estima o "esforgo" envolvido para com-
pletar um laco da fungao iterativa com a exatidao desejada.
Esta medida de "esforgo" sera denominada INDICE DE EFICIEN-
CIA DO METODO e calculada segundo as fungoes iIndice de efi-
ciéncia apresentadas no segmento do trabalho.

Nao existe nada de inédito neste trabalho, existe
sim uma tentativa de oferecer ao leitor uma andlise impar-
cial do indice de eficiéncia* dos métodos apresentados.

* indice de eficiéncia tedrica & Indice de eficiéncia
pratico
CONSIDERACOES SOBRE OS METODOS ANALISADOS

1) Método de Newton

Formula do método
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* 0 cdlculo do método de Newton & relativamente simples e
realiza as iteracOes em um espago nao muito grande de tem
po. Isto faz com que ele valha a pena de ser implementado.

* 0 método requer a avaliacdo da derivada e da funcgdao a ca-
da iteracao.

Existem dois métodos que podem ser usados para avaliar a
derivada em um programa de computador:

19 método - incluir uma subrotina que calcule a expressao
analitica para calcular a derivada.
desvantagem do método - requer uma . subrotina

diferente para toda no

va fungao.

29 método - usar uma formula (bastante exata) aproximada,
para a derlvada, ou seja, por definicdo a de-
rivada de f & dada por:

df _lim farax) - S

dx Ax-+>0 A-n

Neste caso temos que fazer algumas considera-
¢oes quanto ao Ax. Como nao é possivel fazer
X aproximadamente 2zero, em um programa, nds
temos que reduzi-lo a um numero bastante pe-
queno. A questao & o guanto pequeno?
A melhor solugdao & fazer o tamanho de Ax ser
proporcional ao tamanho de x, ou seja, se x &
muito grande, entdo Ax sera muito grande. Se
x @ muito pequeno, entdao Ax & uma boa aproxi-
macao de x.
Ax = 6x onde 6 & uma constante de proporciona
lidade.

* convergéncia do método de Newton pode ser obtida conside-
rando a série de Taylor.

f00)= )C(xo)+]t(xo) 1- 1o)+£ X- 10) P
d

Considerando o valor inicial assumido para o método.

Como os métodos de Newton se aproxima da raiz ig-
norando os termos que sucedem 3 19 derivada, temos
logo a ordem do erro é

A convergéncia & gquadritica para raizes simples e
é linear para raizes multiplas.
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* problemas do método de Newton

caso (1)

caso (2)
§(1) mnu uma raiz & zero mas
para %=1 temos
l: ‘1
Lo |
—= Xyz-t

.
.

caso (3) Inz(lou seja para
Xo Y1 o método
diverge.

: ¥x~ \ﬁy

N -
woow
Uy X

2) Método da Secante

Formula do método

Loy = An - J.LI") (in ‘ X““)
&(In)-}(lna}

* a férmula fornece uma maneira segura e precisa para calcu
lar Anss  se l }(In)l L ‘}(Xn-\)l

Se isto ndo acontecer, entdo troca-se In por Iny

* convergéncia super-linear (1.616)
* unipontual com memdria-usa uma memdOria
* Gtil para fungOes com cdlculo de derivada dificil

* trabalha com um intervalo inicial [Xo n] e a cada itera-
cdo & feito uma avaliagao da fungdo. O valor da 1uaﬁga3an
terior & reusado.
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3) Método de Miller
——F&6rmula do método ———

Tnid = 29{;

oy ¢ w d1-4ﬂ(oa{l

?Mde 0(1, 41 ) 40 bal"b‘ﬂam

0{013. + d,i0+ dg = PU.O)
dOI\Q + 0{\31 T d(lz ?LXA)
do 1y + Aty + da= pLly)

* o sinal a frente do radical & escolhido de modo que o de-
nominador tenha o maior mdodulo.

- * multipontual como memOria-usa duas memdrias.
* convergéncia super-linear (1.839)

* Algoritmo proposto por Mllller para diminuir os erros de
arredondamento:

1entada { graw do pindmco , coebicien®s do pdadbras | 3 ponfos dniciaus )
2 codabo f00), 00, Lva)

?). }\1_—: 11"!1
T -Ap

4 Pora 42345 . ok Qe A0k laca :

4 dio M+ ox; )
42 052 Foy A —hindy 4+ 4y O i)
£, gxmi : )Lio‘iéé :
Qs * 93-4}&&1-[};-1%4-}{-#4+}~‘]

44, @\H’A: )\»iﬂ ?/\"l
49, Nip = 13+ W

5 huida ¢, )
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4) Método de Fourier

— Formula do método

Tt = = dw) _ 4{an - $Gm [ $w))
{lw) §'0tn)

* satisfaz as condigoes de Fourier, isto &:

seja f(x) uma funcao no intervalo fj. [y)yo] que satisfaz
as condigoes:

(1) A€l w@}u)o
(11) L0, ("m0 ek
(iii) J(()w) .(No) <O

(iv) 40l0), 1"(x0)Y0

* ordem de convergéncia cibica

* o método requer a avalizacdo da derivada e da funcao a ca
da iteracgao

* & necessario verificar se Tner {Yn @ cada iteracao.

* método hibrido.

5) Método de Dandelin

—Formula do método

( M . J’ﬂn) )
Tne = An + \ fl)
) }(ln)

}(m-

} (In

* satisfaz as condigcoes de Fourier.
* ordem de convergéncia cubica.

* o método requer a avaliagao da funcao e da derivada a ca-
da iteracao.

* a cada iteracdo & necessiria a verificagdo Tn# £ Ynwm

* método hibrido
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6) Método C

——Formula do método

A - Hn) _Yn - Xn
&(Yn) -}(Xn)

Yot = Yasr - _Hme)
' .&)Um‘l)

T

m

* ordem de convergéncia cubica.

* 0 método requer a avaliacao da fungdo e da derivada a ca-
da iteracgao.
* método hibrido

* satisfaz as condigoes
(1) 4 €% :Lx,v%]) onde (D=0
(ii) }UwA}UO)LO
e uma das condicgles
(1ii) {'00>0 e L' <o
(iv) '« ¢ 100

(v) ‘Y0 ¢ "0
(vi) Mo € 1"weo

& necessario verificar se: ner < Yaur
V1 € Yn
i € dn

MEDIDA DE EFICIENCIA - (INDICE DE EFICIENCIA)

0 indice de eficiéncia nos fornece uma estimativa
do "esforgo" computacional envolvido para completar um lago
da funcao iterativa. Espera-se que tal medida de eficiéncia
possa ser obtida através da definicdo de uma fungcao que me-
¢ca o indice de eficiéncia.

Questiona-se aqui: quais os itens que devem ser
considerados para definir eficientemente a funcao - indice
de eficiéncia? Que conjunto de entradas deve ser considera-
do quando se quer valorar o trabalho dispendido para com
pletar um lago da iteragao? como ponderar convenientemente
estas entradas em uma fungao iterativa, de tal forma que e-
las nos fornega como saida, uma informacao confiavel? Itens
como ordem de convergéncia, tamanho da constante assintoti-
.ca de erro, custo da funcdo e de suas derivadas por iteragao
é sabido que devem ser considerados, mas eles sdo suficien-
tes ou necessarios para formular uma funcao-indice de efi-
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ciéncia-confiivel?

Com a finalidade de sabermos até& que ponto a teo-
ria, ou seja, o indice de eficiéncia tedrico revela o que a
contece praticamente, foi feita a andlise tedrica e pratica
dos indices de eficiéncia mais encontrados na bibliografia.

MEDIDA DE EFICIENCIA TEORICA

A
Ostrowski (1960) g = F € onde p:é&a ordem de conver
géncia do método
e: €o nimero de ava-
liagles da fungao por
iteracao
Traub (1964) t,: P onde p,e s3o obtidos ani-
e logamente 3 Ostrowski

Estas medidas assintdticas caracterizam um método
em particular, quando o numero de iteragao tende ao infini-
to.

Quanto maior o valor do indice de eficiéncia mais
eficiente, assintoticamente, & o método.

As duas medidas apresentadas acima, nem sempre de
monstram a realidade e deixam a desejar gquanto aos itens a
ser considerados.

Feldston & Firestone(1969)

Levando em consideragao que algoritmos de  mesma
eficiéncia tebrica ndo tinham a mesma eficiéncia na pratica
Feldston & Firestone propuseram seu indice
A
€,- F" onde H:G(1+£L) p: ordem de conver-

B géncia do método

e: nimero de avalia-
¢bes da funcgao/i-
teracao

A: nGmero de opera-
¢Oes aritméticas
para calcular um
ciclo do algorit-
mo.

B: n¢® de operagoes a
ritméticas para
calcular £, £%£f'5,

Seguindo a mesma idéia

Kung e Traub(1973) propuseram uma medida de efi-
ciéncia que contraria a proposta anterior de Traub.
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e = hﬂbp p: ordem de convergéncia
;5niqu7+cu» do método _
4 n;: nro de avaliagoes de
fungao f£

QW% nro de operagles arit-
metlcas para uma avalia
cao de £

C(@): nro minimo de opera-
cOes aritméticas do mé
todo -

i: numero de derivadas da
funcao :

Peterson(1975)

t4= i_%ng M: nro_total de multipli-
M cagoes da fungao itera
cao e das fungoes en-

volvidas

Ainda

An: tempo para completar a
Es_ C %QP iteracao sem contar f,

£r,£'Y, ...
A 4 Bn ! !
Bn: tempo para calcular f,
£V F' e

A escolha da fungao iterativa, com a qual nds ire
mos resolver nosso problema, depende da natureza do mesmo e
portanto é dificil se fazer uma recomendagao pre01sa de qual
fungcao é a mais apropriada.

Assumindo que o polindmio e suas derivadas sao
avaliados usando o algoritmo de Horner, o qual requer para
um polinémio de graun, n adigoes e n multiplicagoes, foi de
finida a tabela(l).

A construgao da tabela (1) foi baseada na tabela
auxiliar, na qual constam explicitamente os valores dos pa-
rdmetros de entrada tomados.

Com a finalidade de verificar o melhor método se-
gundo os indices sugeridos (tedricamente) foi feita uma ava
liagao pra grau do polindmio (n) variando de 1 até 100. As
conclusdes a que se chegou estdo no segmento do trabalho.

OBS: A listagem da avaliacao estd a disposigao dos interes-
sados.



TABELA (1)

VILVAJOdXH 98 TINVd

Nome do método E; Ej Ej Ey Eg Eg
Newton 1 1.414 2 Ans3 (2n) 1505/n 1/4n
- %
Secante 1.518 1.618 1 1.618 ™ (2.88+2.88n) 104.5/(1+n) 1/2.88n
1
' n
Mliller 1.839 1.839 [ 1.839 1.1099 264.6/(8+n) 0.0488
Fourier 1 1.442 3 9n+3 (1.893n+0.63)., 477.1/(1+3n) 1/(37.94n+12.66)
ﬁnfl
Dandelin 1 1.442 3 Wn+d | (1.893n+1.2627"| 477.1/(2+3n) 1/(37.94n+18.99)
4n-1
0=t -1
C 0.75 1.316 3 4on-10 (2.524n+1.262) 238.6/(1+2n) 1/(50.63n+31.65)
TABELA AUXILIAR
Nome do método P A B . M An Bn ni c(0) C
Newton 2 2 4n-2 2n 1 2n-1 2 1 1000
Secante 1.618 5 4n 2n+2 2 2n 1 0 1000
Milller 1.839 28 2n 8 8 n 1 10 1000
Fourier 3 4 6n-2 3n+l 2 3n-1 2 2 1000
Dandelin 3 5 6n-2 3n+2 3 3n-1 2 2 1000
C 3 7 8n-2 3 3 4n-1 2 1 1000

1548
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A partir da tabela(l) e dos valores obtidos quan-
do n variou de 1 até 100, concluiu-se em um primeiro momen
to que:

Segundo: Traub(1964) Ej Mliller € a melhor escolha.
Ostrowski (1960) E,; Miller & a melhor
escolha
Feldston & Firestone(1969) E3 para poli
mios de grau:
1 a 3 Dandelin
4 a 43 Secante
47 a 100 Miller
Peterson(1975) E, a melhor escolha & C
.-+ Eg 0 melhor método é:
Newton para grau 1 a 5
Fourier para grau 6 a 100
Kung & Traub(1973) Eg para polindmios de grau:
1 a2 Newton
3 a 100 Secante

De posse destas informagOes resta-nos verificar até que pon
to o Indice de eficiéncia tedrico e o pratico se equiparam.

Para medir o tempo necessario para encontrar a raiz de um
polindmio, segundo: Newton, Secante, Miller, C, Fourier, Dandelin usou-
se os seguintes polindmios.

(1+(1-n)¥)x= (1 =ny)

f; = :
£, = (A=) + 1 |
fq = (’t+(1—ni‘)x—(1-n1)4
f4 = !l!. -l

(n-1)x

Usou-se uma variagao para n= 1,2,3,5,15,20 e obte
ve-se os seguintes resultados:

Para f; com n=l1 (melhor tempo-pior tempo) Newton
Miller

Secante & Fourier
Dandelin
N2 ceececcccccssons Gseesssssssosnsnn Newton
Miller
Secante

Fourier
Dandelin
n=3 ...ce00 T Newton
Miiller
Secante

Fourier
Dandelin
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Para f2 com

para f3

com

N=5 .cccoccce ececsccsccsns cocssssccons

N=15 ..cccococccccccoccscsscocscsccss

N=20 .ccceccscccccsccscccssssscnse csss

D=l cccccocccccccscosccccsssssasssons

N=2 cccevcccoscocsccosssssssssssssssse

N=3 ccccocscccccscscccsscccsssosssssocso

N=5 .cccccccsccccscsccccocccsssscoccss

N=15 ..ccocccccccccccoccccssssscscsss

N=l.cecocoocccccoscccocccssssscossoss

NT2 ccccecococcccsccsscssssssnassssss

Newton
Miller
C
Secante
Fourier
Dandelin
Miller

Secante & C

Newton
Fourier
Dandelin
Miller
C
Secante
Fourier
Dandelin

Newton
C
Fourier
Secante
Dandelin
Newton
Secante,
Dandelin
Newton
C
Secante
Fourier
Dandelin
Newton
C
Dedelin
Secante
Fourier
Newton
C
Fourier
Dandelin
Secante
Newton
C
Dandelin
Fourier
Secante

Secante
Newton
C
Fourier
Dandelin
Secante
Newton
C
Fourier
Dandelin

Fourier & C
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N=3 ciccccoccccsccenscncccnscsccnsass SECANtE
Newton
Fourier
Dandelin
C

N=5 cececcccscsssssccscssscsscsccsssss SeCante
Newton
Fourier
Dandelin
C

NT15 Liiieecencccccecoscsnccccscessss Secante
Newton
Fourier
Dandelin
C

NT20 .occicconcaccccascsseccsanssaasss SeCante
Newton
Fourier
Dandelin
C

Com f4 COM N2 .iieeierieececcncencsccenannsasss Secante
Newton
C
Dandelin
Fourier

=3 ...cc... cesessecsssssssescsssssss SeCante
Newton
Dandelin
Fourier
C

CONCLUSEO

*

*

O indice de eficiéncia Eg, & o indice tebrico que mais se
aproxima da realidade;

mesmo E5 sendo o melhor ele nem sempre & consonante com O
que acontece na pratica, dai nao & confiavel;

os indices de eficiéncia propostos, nao medem tempo( cus
to). Algumas vezes eles coincidem com o tempo real;

A afirmagdo: Quanto maior a ordem de convergéncia do méto
do menor & o tempo de execugao (mais rapido
ele converge),
nao & confirmada na pratica.

Como os tempos sdao muito pequenos a escolha do método nao
estad rigidamente ligada ao de melhor tempo mas sim ao mé-
todo que da uma garantia maior da raiz(métodos hibridos for
necem o intervalo onde se encontra a raiz e portanto o er
ro & menor).



